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The aim of this short notice is to present the evolution of the process of 
arithmetization of Analysis during the XIXth century, especially in what 
concerns the different approaches to the conceptual foundations of continuity, 
through the internal work in Mathematics done mainly by Bolzano, Cauchy, 
Weierstrass and Dedekind. 
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askok:	Natura non fascit saltus1.	Kon	tzeptu	honek,	Matematikaren	historian	
gero	eta	definizio	zeha	tzagoak	jaso	izan	ditu,	eta	azken	batean,	esan	daiteke	
kon	tzeptu	 hau	 hobeto	 ulertu	 nahiak	 gidatu	 duela,	 bereziki	 XIX.	 mendean	
asko	bizkortu	zen	Matematikaren	Barne	Oinarrien	bilaketa	sistematikoa.	
XIX.	mendean	izandako	aurrerapenez	ohar	gaitezen,	aipa	tzekoa	da	XVIII.	
men-de	 amaieran	 oraindik	 ere,	 fun	tzio	 jarraiak	 argumentuaren	 aldaketa	







kon	tzeptua	 iluna	 izanda	ere,	 ez	da	ahaztu	behar	XVII.	mendean	eman	zen	
kalkuluaren	garapenean	paper	garran	tzi	tsua	 jokatu	zuela	eta	aipagai	dugun	
mugimendu	kritikoak	Matematikatik	erauzi	arren,	XX.	mendearen	azken	al-
dera	 Analisi	 Ez	 Estandarraren	 bidetik	 zilegitasun	 osoz	 berreskuratua	 izan	
dela.	
















rretako	 bat,	 eta	 badirudi,	 gainon	tzean,	 guztiz	 talde	 independenteak	 aritu	





dea	 urra	tzen	 lehenbizikoetarikoa	 izan	 zen	 Bernhard	 Bolzano	 (1781-1848):	
filosofo	eta	matematikari	bohemiarra.	Gaussek,	Algebraren	Teorema	 funda-




intuizioak	 arrazonamendu	 matematikoetatik	 erauzteko	 jarraitasunaren	 defi-
nizio	egokia	behar	zela	ohartu	zen	Bolzano	(Boyer	1949).	
Kalkulua	magnitude	geometriko	 jarraiak	 zenbaki	 (diskretu)	bidez	 landu	
nahi	izatetik	sortu	zela	onar	tzen	bada,	esan	daiteke	Newtonek	mugimendua-
ren	 jarraitasunaren	 intuizioa	 erabiliz	 problemak	 desbidera	tzea	 (baina	 inola	
ere	ez	konpon	tzea)	lortu	zuela.	Leibniz,	bere	aldetik,	jarraitasunaren	postula-
tuaz	baliatu	zen	aurrera	egiteko,	arazoa	bere	horretan	u	tziz.	











hurbil	tzen	 den	 heinean	 (goitik	 nahiz	 behetik)	
zen. Aurrerago definizio formalagoa eta zehatzagoa ematea lortuko bada ere, de-
finizio honek intuizio geometriko eta fisikoa bazter uzten ditu jadanik. Urrunago
ere joan zen Cauchy, limite kontzeptu hau argitu asmotan, zenbaki irrazional bat,
zenbaki horrengandik gero eta hurbilago zeuden zenbaki arrazionalen limitea zela
esaterakoan. Emango du zeresanik adibide honek, ikusiko dugunez.
Limitearen kontzeptua zehaztuta, orden ezberdinetako infinitesimo eta infini-
tuak2 definitu zituen Cauchyk, beti ere, jatorrizko kontzeptu bakartzat limitea har-
tuz. Horrela jokatuta, arestian kontzeptuok sortutako zailtasun kognitiboak saihes-
te lortu zuen.
Deribatuaren definizioa ematerakoan ere aurrez Bolzanok emandakotik ez zen
asko urrundu. y = f (x) funtzioa eta x aldagaiaren ∆x aldakuntza hartuta, ∆y∆x =
f (x+∆x)− f (x)
∆x proportzioaren limiteari, ∆x zerora doanean, y-ren x-ekiko deribatua
deitu zion eta f ′(x) bezala denotatu zuen, existitzen zenean. Hau izango zen Kal-
kulu Diferentzialaren oinarrizko kontzeptua Cauchyren teorian. Gero, limitea eta
infinitesimoarekin egin zuen era analogoan funtzio baten diferentziala zer zen de-
finitu zuen, eragiketak egiteko orduan Leibnizen dydx notazioak eskaintzen zituen
abantailei eutsi nahian, baina, beti ere, hark zituen zehaztasun arazoak gaindituz.
Kalkulu Diferentzialaren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
kontzeptua bera ere aldatuz joan zen. XVIII. mendean zehar, aldagai eta garai har-
tan ohikoak ziren eragiketen sinboloen bidez modu sinplean idatz zitezkeen adiera-
penentzat gorde ohi zen “funtzio” izena. Bolzanoren kontradibidea ez zen, noski,
hor kokatzen, baina hura baino lehenago ere, Joseph Fourierrek erakutsi zuen kur-
ba ez-jarrai arbitrarioak funtzio trigonometrikoen serie infinituen bidez analitikoki
adieraz zitezkeela. Kurba baten jarraitasunak ez zuen, hortaz, bere adierazteko
moduarenganako dependentziarik. Jarraitasuna berdefinitu beharra zegoen. Arazo
honi Cauchyk emandako erantzuna, beste behin, Bolzanorenarekin bat etorri zen:
f (x) tarte batean jarraia izango zen, x aldagaiaren, ∆x aldakuntza infinituki txiki
batek , f (x+∆x)− f (x) funtzioaren aldakuntza infinituki txiki bat bazekarren, hau
da, x a-ra doan heinean f (x)-en limitea f (a) bada, tarte horretako edozein a ba-
liorentzat. Definizio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarrituta justifikatu-
takoari, hau da, aldagaien propietateak mantendu egiten zirela limitera pasatzera-
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen definizioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zehatz batzuk betetzen zirenean, eta ez beti.
Kalkuluaren sorrerako urteetan diferentzial eta deribatuaren kontzeptuen in-
guruko eztabaida, integralarenaren gainetik egon zen. Greziarren garaitik azalera
hurbilduak kalkulatzeko, azpiazaleren batuketetan oinarritutako metodoak ezagu-





























§4	 XIX.	 mendeko	 matematikari	 handienetakoa	 izan	 zen	 A.	 L.	 Cauchy	
fran	tziarra,	 bere	 garaiko	 matematikaren	 alor	 gutietan	 l n	 eskerga	 egin	 eta	




diko	 metodoek	 osa	tzen	 dute.	 Hiru	 tratatu	 handitan	 bil	tzen	 dira	 lan	 hauek	
guztiak:	Cours d’analyse de l’Êcole Polytechnique (1821),	Résumé des leçons sur le 


















limitea	 hartuz.	 Horrela	 jokatuta,	 arestian	 kon	tzeptuok	 sortutako	 zailtasun	
kognitiboak	saihestea	lortu	zuen.
Deribatuaren	definizioa	ematerakoan	ere	aurrez	Bolzanok	emandakotik	ez	
zen	asko	urrundu.	y = f (x) fun	tzioa	eta	x	aldagaiaren	Δx	aldakun	tza	hartuta,	
zen. Aurrerago definizio formalagoa eta zehatzagoa ematea lortuko bada ere, de-
finizio honek intuizio geometriko eta fisikoa bazter uzten ditu jadanik. Urrunago
ere joan zen Cauchy, limite kontzeptu hau argitu asmotan, zenbaki irrazional bat,
zenbaki horrengandik gero eta hurbilago zeuden zenbaki arrazionalen limitea zela
esaterakoan. Emango du zeresanik adibide honek, ikusiko dugunez.
Limitearen kontzeptua zehaztuta, orden ezberdinetako infinitesimo eta infini-
tuak2 definitu zituen Cauchyk, beti ere, jatorrizko kontzeptu bakartzat limitea har-
tuz. Horrela jokatuta, arestian kontzeptuok sortutako zailtasun kognitiboak saihes-
tea lortu zuen.
Deribatuaren definizioa ematerakoan ere aurrez Bolzanok emandakotik e zen
asko urrundu. y = f (x) funtzioa eta x aldagaiaren ∆x aldakuntza hartuta, ∆y∆x =
f (x+∆x)− f (x)
∆x proportzioaren limiteari, ∆x zerora doanean, y-ren x-ekiko deribatua
deitu zion eta f ′(x) bezala denotatu zuen, existitzen zenean. Hau izango zen Kal-
kulu Diferentzialaren oinarrizko kontzeptua Cauchyren teorian. Gero, limitea eta
infinitesimoarekin egin zuen era analogoan funtzio baten diferentziala zer zen de-
finitu zuen, eragiketak egiteko orduan Leibnizen dydx notazioak eskaintzen zituen
abantailei eutsi nahian, baina, beti ere, hark zituen zehaztasun arazoak gaindituz.
Kalkulu Diferentzialaren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
kontzeptua bera ere aldatuz joan zen. XVIII. mendean zehar, aldagai eta garai har-
tan ohikoak ziren eragiketen sinboloen bidez modu sinplean idatz zitezkeen adiera-
penentzat gorde ohi zen “funtzio” izena. Bolzanoren kontradibidea ez zen, noski,
hor kokatzen, baina hura baino lehenago ere, Joseph Fourierrek erakutsi zuen kur-
ba ez-jarrai arbitrarioak funtzio trigonometrikoen serie infinituen bidez analitikoki
adieraz zitezkeela. Kurba baten jarraitasunak ez zuen, hortaz, bere adierazteko
moduarenganako dependentziarik. Jarraitasuna berdefinitu beharra zegoen. Arazo
honi Cauchyk emandako erantzuna, beste behin, Bolzanorenarekin bat etorri zen:
f (x) tarte batean jarraia izango zen, x aldagaiaren, ∆x aldakuntza infinituki txiki
batek , f (x+∆x)− f (x) funtzioaren aldakuntza infinituki txiki bat bazekarren, hau
da, x a-ra doan heinean f (x)-en limitea f (a) bada, tarte horretako edozein a ba-
liorentzat. Definizio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarrituta justifikatu-
takoari, hau da, aldagaien propietateak mantendu egiten zirela limitera pasatzera-
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen definizioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zehatz batzuk betetzen zirenean, eta ez beti.
Kalkuluaren sorrerako urteetan diferentzial eta deribatuaren kontzeptuen in-
guruko eztabaida, integralarenaren gainetik egon zen. Greziarren garaitik azalera
hurbilduak kalkulatzeko, azpiazaleren batuketetan oinarritutako metodoak ezagu-











= ±∞ betetzen baziren, edozein ε konstante positibo txiki ba-
tentzat.
4
zen. Aurrerago definizio formalagoa eta zehatzagoa ematea lortuko bada ere, de-
finizio honek intuizio geometriko eta fisikoa bazter uzten ditu jadanik. Urrunago
ere joan zen Cauchy, limite kontzeptu hau argitu asmotan, zenbaki irrazional bat,
zenbaki horrengandik gero eta hurbilago zeuden zenbaki arrazionalen limitea zela
esaterakoan. Emango du zeresanik adibide honek, ikusiko dugunez.
Limitearen kontzeptua zehaztuta, orden ezberdinetako infinitesimo eta infini-
tuak2 definitu zituen Cauchyk, beti ere, jatorrizko kontzeptu bakartzat limitea har-
tuz. Horrela jokatuta, arestian kontzeptuok sortutako zailtasun kognitiboak saihes-
tea lortu zuen.
Deribatuaren definizioa ematerakoan ere aurrez Bolzanok emandakotik ez zen
asko urrundu. y = f (x) funtzioa eta x aldagaiaren ∆x aldakuntza hartuta, ∆y∆x =
f (x+∆x)− f (x)
∆x proportzioaren limiteari, ∆x zerora doanean, y-ren x-ekiko deribatua
deitu zion eta f ′(x) bezala denotatu zuen, existitzen zenean. Hau izango zen Kal-
kulu Diferentzialaren oinarrizko kontzeptua Cauchyren teorian. Gero, limitea eta
infinitesimoarekin egin zuen era analogoan funtzio baten diferentziala zer zen de-
finitu zuen, eragiketak egiteko orduan Leibnizen dydx notazioak eskaintzen zituen
abantailei eutsi nahian, baina, beti ere, hark zituen zehaztasun arazoak gaindituz.
Kalkulu Diferentzialaren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
kontzeptua bera ere aldatuz joan zen. XVIII. mendean zehar, aldagai eta garai har-
tan ohikoak ziren eragiketen sinboloen bidez modu sinplean idatz zitezkeen adiera-
penentzat gorde ohi zen “funtzio” izena. Bolzanoren kontradibidea ez zen, noski,
hor kokatzen, baina hura baino lehenago ere, Joseph Fourierrek erakutsi zuen kur-
ba ez-jarrai arbitrarioak funtzio trigonometrikoen serie infinituen bidez analitikoki
adieraz zitezkeela. Kurba baten jarraitasunak ez zuen, hortaz, bere adierazteko
moduarenganako dependentziarik. Jarraitasuna berdefinitu beharra zegoen. Arazo
honi Cauchyk emandako erantzuna, beste behin, Bolzanorenarekin bat etorri zen:
f (x) tarte batean jarraia izango zen, x aldagaiaren, ∆x aldakuntza infinituki txiki
batek , f (x+∆x)− f (x) funtzioaren aldakuntza infinituki txiki bat bazekarren, hau
da, x a-ra doan heinean f (x)-en limitea f (a) bada, tarte horretako edozein a ba-
liorentzat. Definizio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarrituta justifikatu-
takoari, hau da, aldagaien propietateak mantendu egiten zirela limitera pasatzera-
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen definizioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zehatz batzuk betetzen zirenean, eta ez beti.
Kalkuluaren sorrerako urteetan diferentzial eta deribatuaren kontzeptuen in-
guruko eztabaida, integralarenaren gainetik egon zen. Greziarren garaitik azalera
hurbilduak kalkulatzeko, azpiazaleren batuketetan oinarritutako metodoak ezagu-















	 i r 	li iteari,	Δ 	 	 ea ,	y-r 	x- i 	
deribatua	deitu	zion	eta	f' (x)	bezala	denotatu	zuen,	existi	tzen	zenean.	Hau	
izango	 zen	 Kalkulu	 Diferen	tzialaren	 oinarrizko	 kon	tzeptua	 Cauchyren	 teo-
rian.	 Gero,	 limitea	 eta	 infinitesimoarekin	 egin	 zuen	 era	 analogoan	 fun	tzio	
baten	diferen	tziala	zer	zen	definitu	zuen,	eragiketak	egiteko	orduan	Leibnizen	
zen. Aurrerago definizio formalagoa eta zehatzagoa ematea lortuko bada ere, de-
finizio honek intuizio geometriko eta fisikoa bazter uzten ditu jadanik. Urrunago
ere joan zen Cauchy, limite kontzeptu hau argitu asmotan, zenbaki irrazional bat,
zenbaki horrengandik gero eta hurbilago zeuden zenbaki arrazionalen limitea zela
esaterakoan. Emango du zeresanik adibide honek, ikusiko dugunez.
Limitearen kontzeptua zehaztuta, orden ezberdinetako infinitesimo ta infini-
tuak2 definitu zituen Cauchyk, beti ere, jatorrizko kontzeptu bakartzat limitea h r-
tuz. Horrela jokatuta, arestian kontzeptuok sortutako zailtasun kognitiboak saihes-
tea lortu zuen.
Deribatuaren definizioa ematerakoan ere aurrez Bolzanok emandakotik ez zen
asko urrundu. y = f (x) funtzioa eta x aldagaiaren ∆x aldakuntza hartuta, ∆y∆x =
f (x+∆x)− f (x)
∆x proportzioaren limiteari, ∆x zerora doanean, y-ren x-ekiko deribatua
deitu zion eta f ′(x) bezala denotatu zuen, existitzen zenean. Hau izango zen Kal-
kulu Diferentzialaren oinarrizko kontzeptua Cauchyren teorian. Gero, limitea eta
infinitesimoarekin egin zuen era analogoan funtzio baten diferentziala zer zen de-
finitu zuen, eragiketak egiteko orduan Leibnizen dydx notazioak eskaintzen zituen
abantailei eutsi nahian, baina, beti ere, hark zituen zehaztasun arazoak gaindituz.
Kalkulu Diferentzialaren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
kontzeptua bera ere aldatuz joan zen. XVIII. mendean zehar, aldagai eta garai har-
tan ohikoak ziren eragiketen sinboloen bidez modu sinplean idatz zitezkeen adiera-
penentzat gorde ohi zen “funtzio” izena. Bolzanoren kontradibidea ez zen, noski,
hor kokatzen, baina hura baino lehenago ere, Joseph Fourierrek erakutsi zuen kur-
ba ez-jarrai arbitrarioak funtzio trigonometrikoen serie infinituen bidez analitikoki
adieraz zitezkeela. Kurba baten jarraitasunak ez zuen, hortaz, bere adierazteko
moduarenganako dependentziarik. Jarraitasuna berdefinitu beharra zegoen. Arazo
honi Cauchyk emandako erantzuna, beste behin, Bolzanorenarekin bat etorri zen:
f (x) tarte batean jarraia izango zen, x aldagaiaren, ∆x aldakuntza infinituki txiki
batek , f (x+∆x)− f (x) funtzioaren aldakuntza infinituki txiki bat bazekarren, hau
da, x a-ra doan heinean f (x)-en limitea f (a) bada, tarte horretako edozein a ba-
liorentzat. Definizio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarrituta justifikatu-
takoari, hau da, aldagaien propietateak mantendu egiten zirela limitera pasatzera-
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen definizioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zehatz batzuk betetzen zirenean, eta ez beti.
Kalkuluaren sorrerako urteetan diferentzial eta deribatuaren kontzeptuen in-
guruko eztabaida, integralarenaren gainetik egon zen. Greziarren garaitik azalera
hurbilduak kalkulatzeko, azpiazaleren batuketetan oinarritutako metodoak ezagu-











= ±∞ betetzen baziren, edozein ε konstante positibo txiki ba-
tentzat.
4
	 	 	 	 	abantailei	eu	tsi	nahian,	baina,	beti	ere,	hark	
zituen	zehaztasun	arazoak	gaindituz.	









beste	behin,	Bolzanorenareki 	bat	etorri	zen:	f (x)	 tarte	batean	jarraia	izango	
zen,	x	aldagaiaren,	Δx	aldakun	tza	infinituki		txiki	batek,	f (x	+	Δx)
 
− f (x) fun-
tzioaren	aldakun	tza	infinituki		txiki	bat	bazekarren,	hau	da,	x a-ra	doan	heinean	
f (x)-en	limitea	f (a) bada,	tarte	horretako	edozein	a	balioren	tzat.	Definizio	ho-
nen	bidez,	Cauchyk	buelta	eman	zien	aurreko	mendeetan	Newtonek	eta	Leib-
nizek	jarraitasunaren	zen	tzu	lauso	batea 	oinarrituta	justifikatut k ari,	ha 	da,	
aldagaien	p opietateak	m ntendu	egiten	zirela	limi ra	pasa	tzerakoan.	Cauchyk	
eraku	tsi	zuen	limitearen	definizioari	esker	ematen	zela	hau,	erlazio	aritmetiko	
zeha	tz	ba	tzuk	bete	tzen	zirenean,	eta	ez	beti.
2	 Esaterako,	y = f (x), n	ordenako	infinitesimala	izango	zen	x	infinitesimalarekiko,	
lim
zen. Aurrerago definizio formalagoa eta zehatzagoa ematea lortuko bada ere, de-
finizio honek intuizio geometriko eta fisikoa bazter uzten ditu jadanik. Urrunago
ere joan zen Cauchy, limite kontzeptu hau argitu asmotan, zenbaki irrazional bat,
zenbaki horrengandik gero eta hurbilago zeuden zenbaki arrazionalen limitea zela
esaterakoan. Emango du zeresanik adibide honek, ikusiko dugunez.
Limitearen ko tzeptua zehaztuta, orden zb dinetako nfinitesimo ta infini-
tuak2 definitu zituen Cauchyk, beti ere, jatorrizko kontzeptu bakartzat limitea har-
tuz. Horrela jokatuta, arestian kontzeptuok sortutako zailtasun kognitiboak saihes-
tea lortu zuen.
eribatuaren definizioa em t rakoan ere urr z Bolzanok emandakotik ez zen
asko urrundu. y = f(x) funtzioa eta x aldag iaren ∆x ldakuntza hartuta, ∆y∆x =
f(x+∆x)−f(x)
∆x proportzi aren limiteari, ∆x z ro a doanean, y-ren x-ekiko de iba-
tua deitu zion eta f ′(x) bezala denotatu zuen, existitzen zenean. Hau iza go zen
K lkulu Diferentzialaren oinarrizko kontzeptua Cauchyren teorian. Gero, limitea
eta i finitesimoarekin eg n zu n ra anal goan funtzio baten diferentziala zer zen
definitu zuen, eragiketak egiteko orduan Leibnizen dy
dx
notazioak eskaintzen zituen
abantailei eutsi nahian, baina, beti ere, hark zituen zehaztasun arazoak gaindituz.
Kalkulu Diferentzialaren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
kontzeptua bera ere aldatuz joan zen. XVIII. mendean zehar, aldagai eta garai har-
tan ohikoak ziren eragiketen sinboloen bidez modu sinplean idatz zitezkeen adiera-
pe entzat gorde ohi zen “funtzio” izena. Bolzanoren kontradibidea ez zen, noski,
hor kokatzen, baina hura baino lehenago ere, Joseph Fourierrek erakutsi zuen kur-
ba e -jarrai arbit rioak funtzio trigonometrikoen serie infinitu n bidez an litikoki
adieraz zitezk ela. Kurba baten jarraitasunak ez zuen, hortaz, bere adierazte o
modua enganako depend ntz ari . Jarraitasuna berdefinitu beharra zegoen. Arazo
honi Cauchyk mandako erantzuna, beste behin, Bolzanorenarekin bat etorri zen:
f(x) tarte batean jarraia izango zen, x aldagaiaren, ∆x aldakuntza infinituki txiki
batek , f(x + ∆x) − f(x) funtzioaren aldakuntza infinituki txiki bat bazekarren,
hau da, x a-ra doan heinean f(x)-en limitea f(a) bada, tarte horretako edozein a
baliorentzat. Definizio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarritu a jus ifi atu-
takoari, hau da, ldag ien propietateak ma tendu egiten zirela limitera pasatzera-
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen definizioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zeh tz batzuk b tetzen zirenean, eta ez beti.
K lkuluaren sorrer ko urteeta dif rentzi l eta deribatuaren kontzeptuen in-
guruko eztabaida, integralarenare gainet k egon zen. Greziarren garaitik azalera
hurbilduak kal ulatzeko, a piazaleren b tuketetan oinarritutako metodoak ezagu-
tzen ziren. Baina limitearen ikuspegi berritzaileak bultzada garrantzitsua eman

















zen. Aur erago defin zio form lagoa eta zehatzagoa ematea lortuko bada re, de-
fin zio honek intu zio geometriko eta fisikoa bazter uzten ditu jadanik. Urrunago
re jo n ze Cauchy, li k tzeptu hau argitu asmotan, zenb k irrazional bat,
zenbak horrengandik gero eta hurbilago zeuden zenbaki arrazionalen limitea zela
esaterakoan. Emango du z resanik ad bide honek, ikusiko dugunez.
Limitearen kontzep a zehaz uta, orden ezberdinetako infinitesimo eta infini-
tuak2 definitu zituen Cauchyk, beti re, jatorrizko kontzeptu bakartzat limitea har-
tuz. Horrela joka uta, arestian kontzeptuok sor utako zailtasun kognitiboak saihes-
tea lortu zuen.
Derib aren defin zioa emater koan re aur z Bolzanok emandakotik e zen
asko urrundu. y = f(x) untzioa eta x aldag iaren ∆x ldakuntza har uta, ∆y∆x =
f(x+∆x)−f(x)
∆x proportzioaren limiteari, ∆x ze ora doanean, y-ren x-e iko deriba-
tua deitu zion eta f ′(x) bez la deno atu zuen, exis itzen zenean. Hau izango zen
Kalk lu Dif rentzi laren oinarri ko kontzeptua Cauchyren teorian. Gero, limitea
eta infinitesimoar kin egin zue er analogoan funtzio bate dif rentzi la zer zen
definitu zuen, eragiketak egitek orduan Leibnizen dy
dx
notazioak eskaintzen zituen
abantailei eutsi nahian, baina, beti re, hark zituen zehaztasun razoak gaindituz.
Kalk lu Dif rentzi laren kontzeptuak argituz joan ziren heinean, funtzioaren
kontzeptua bera re aldatuz joan zen. XV II. mendean zehar, aldagai eta g rai har-
tan ohikoak ziren eragik ten sinb loen bidez modu sinplean idat zitezkeen adiera-
penentzat gorde ohi zen “funtzio” izena. Bolzanoren kontrad bidea e zen, noski,
hor kokatzen, baina hura baino lehenago re, Joseph Fourierrek erakutsi zuen kur-
ba ez-jarrai arbit arioak funtzio t igonometrikoen serie infinituen bidez analitikoki
adieraz zitezkeela. Kurba baten j rraitasun k e z n, hortaz, b r adierazt ko
moduar ngana o dependentzi rik. Jarr itasuna berdefin tu beharra zegoe . Arazo
honi Cauchyk emandako erantzuna, best behin, Bolzanorenarekin bat etorri zen:
f(x) tarte batean jarr ia izango zen, x aldag iaren, ∆x aldakuntza infinituki tx ki
batek , f(x + ∆x) − f(x) funt i aren aldakuntza infinituki tx ki bat bazekarren,
hau da, x a-ra doan heinean f(x)-en limitea f(a) bada, tarte horretako edozein a
baliorentzat. Defin zio honen bidez, Cauchyk buelta eman zien aurreko mendeetan
Newtonek eta Leibnizek jarraitasunaren zentzu lauso batean oinarr t ta just fikatu-
takoari, hau da, aldagaien propie ateak mantendu egiten zirela limitera p satzer -
koan. Cauchyk erakutsi zuen limitearen defin zioari esker ematen zela hau, erlazio
aritmetiko zehatz batzuk b etzen zirenean, eta ez beti.
K lk luaren sor erako urteetan dif ren zial eta der batuaren kontzeptuen in-
g r ko eztabaida, integr larenaren gainetik egon zen. Grezi rren g raitik az lera
hurbildua kalkulatzeko, azpiaz l ren batuk etan oinarri utako metodoak ezagu-
zen ziren. Baina limitearen ikuspegi berritzaileak bultzada garrantzitsua eman

















bete	tzen	 baziren,	 edozei 	 e	 konstante	 positibo	
	t 	 aten	tz 	




todoak	 ezagu	tzen	 ziren.	 Baina	 limitearen	 ikuspegi	 berri	tzaileak	 bul	tzada	
garran	tzi	tsua	eman	zion	azaleren	kalkuluari	ere.	Azpiazaleren	batuketetan	oi-
narritutako	 metodo	 horiek	 limitearen	 ikuspuntutik	 interpretatuta,	 integral	
mugatu	deitutakoari	bide	eman	bai	tzioten.	
Barrow,	Newton	eta	Leibniz,	besteak	beste,	konturatuta	zeuden	ordurako,	
azalerak	 kalkula	tzearen	 problema,	 kurben	 zuzen	 uki	tzaileak	 kalkula	tzearen	
alderan	tzizko	problema	baino	ez	 zela.	Deribatuak	kalkula	tzeko	algoritmoak	




bea.	 Kalkulu	 diferen	tzialaren	 sorrera	 urteetan,	 integrala	 uler	tzeko	 bigarren	
modua	 zen	 nagusi,	 diferen	tzialaren	 alderan	tzizkoa	 dela	 esaten	 duena.	 Hori	
dela	 eta	 integrala	 diferen	tzialaren	 gainean	 oinarritu	 ohi	 zuten	 eta	 hau	 zen	
eztabaida	 nagusia	 diferen	tzial	 eta	 deribatuaren	 inguruan	 zntra	tzearen	 arra-
zoia.	
XIX.	mendearen	hasieran,	ordea,	egoera	aldatu	egingo	zen,	Cauchyk	inte-
grala	 (mugatua)	 batuketa	 baten	 limite	 moduan	 birdefinitu	 zuenean.	 Pausu	









izan	 arren,	 bata	 bestearen	 alderan	tzizko	 eragiketa	 bezala	 uler	 daitekeela	
baiezta	tzen	zuen.	Hizkun	tza	matematikoan	esanda,	f (x) [a, b]	tartean	jarraia	








konbergen	tziaren	 definizioa	 eta	 erizpideak	 beharrezkoak	 zirela,	 kalkuluetan	
inongo	 arazorik	 gabe	 erabili	 ahal	 izateko.	 Horrela	 bada,	 serie	 infinitu	 bat	










honen	 beharrezkotasuna	 konbergen	tziaren	 definiziotik	 berehala	 erator	tzen	
bazen	ere,	ez	zen	gauza	bera	gerta	tzen	baldin	tzaren	nahikotasunarekin.	
Bigaren	parte	honek	 zenbaki	 errealen	 sistemaren	definizio	bat	 eska	tzen	
zuen,	zenbaki	 irrazionalena	azken	batean,	eta	horrelakorik	ezean	frogapena	
hankamo	tz	geldi	tzen	zen.	Arazo	hau	gaindi	tzeko	Cauchyren	proposamena,	
















Cauchy	 hartu	 izan	 da,	 orokorrean,	 Kalkulu	 Diferen	tzial	 Zeha	tzaren	
funda	tzaile	 bezala.	 Hala	 ere,	 bere	 azalpenetan	 sistematikoki	 ager	tzen	 diren	
zenbait	esamoldek,	zehaztapenak	eska	tzen	dituzte,	hala	nola:	“infinituki	hur-
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zuena.	 Fourierrek	ekarritako	 serie	 trigonometrikoak	erabiliz	 eman	zuen	ho-
nako	kontradibidea:	
eman zuen Cauchyk segiden konbergentziarako Cauchyren irizpidea deitu izan de-
na, segida konbergenteak ezaugarrituz: segida bat konbergentea izango da behar
beste n handia hartuz, p eta q, n baino handiagoak diren edozein bi baliotarako Sp
eta Sq nahi bezain hurbil daudenean. Baldintza honen beharrezkotasuna konber-
gentziaren definiziotik berehala eratortzen bazen ere, ez zen gauza bera gertatzen
baldintzaren nahikotasunarekin.
Bigaren parte honek zenbaki errealen sistemaren definizio bat eskatzen zuen,
zenbaki irrazionalena azken batean, eta horrelakorik ezean frogapena hankamotz
gelditzen zen. Arazo hau gainditzeko Cauchyren proposamena, zenbaki irrazio-
nalak arrazionalen segiden limite bezala definitzea izan zen. Segida baten limitea,
segidan aurrera eginez, berau eta segidako gaien arteko diferentzia edozein zenbaki
baino txikiagoa egitea posible egiten zuena zela kontutan hartzen badugu, Cauchy-
ren definizioak zirkularitate arazo bat zuela ohar gaitezke: definitu nahi den zenba-
ki irrazionalaren, beraren, aurretiko existentzia, eta beraz definizioa, beharrezkoa
da zenbaki irrazionala Cauchyk egin bezala definitzeko.
Analisiaren oinarrien bilaketan arazo serio bat suposatzen zuen zenbaki irrazio-
nalen definizio zirkular honek. Analisia oinarritzeko erabili nahi zen funtsezko de-
finizioak ezin zuen arazo logikorik planteatu. Hori zela eta, limitearen definizioan
oinarrituko ez ziren zenbaki irrazionalen definizioak ematen saiatu ziren XIX. men-
deko bigarren erdiko zenbait matematikari, Analisiaren aritmetizazio prozesua bu-
ruraino eraman nahian. Karl Weierstrass (1815-1897) izan zen matematikari horien
artean garrantzitsuenetakoa.
5x Cauchy hartu izan da, orokorrean, Kalkulu Diferentzial Zehatzaren fundatzai-
le bezala. Hala ere, bere azalpenetan sistematikoki agertzen diren zenbait esamol-
dek, zehaztapenak eskatzen dituzte, hala nola: “infinituki hurbildu”, “nahi bezain
txikia”, “aldakuntza infinituki txikien azken proportzioak”. Intuizio geometriko
eta fisikoaren eragina nabarmena da adierazpen hauetan. Weierstrass izan zen erri-
goreari zegokionez azken hitza esan zuen matematikaria; Analisiari, intuizio geo-
metriko eta fisiko guztietatik aparte zegoen oinarri aritmetiko erabat formala eman
zion. Aurrez Bolzanok egin zuen bezala, Weierstrassek ere eraiki zuen tarte ba-
tean jarraia izanik, tarte horretako puntu batean ere deribagarria ez zen funtzioa,
funtzio jarraiek deribagarritasuna bere baitan zeramaten ideia oraindik orokortua
oinarri gabe utziko zuena. Fourierrek ekarritako serie trigonometrikoak erabiliz






non x ∈ R, a zenbaki oso bakoitia, 0 < b< 1, eta ab> 1+ 3π2 diren.
Zehaztasun logikoa lortzeko asmotan Kalkulua zenbaki kontzeptutik abiatuta
eraiki nahi zuen honek ere, geometriatik erabat bereiziz. Horretarako, Cauchyk
6
non	x ∈R,	a	zenbaki	oso	bakoitia,	0 < b < 1, eta ab > 1	+	3π	diren.	
	 2
Zehaztasun	logikoa	lor	tzeko	asmotan	Kalkulua	zenbaki	kon	tzeptutik	abia-










tan,	 hauetako	 edozein	 designa	tzeko	 erabil	tzen	 zen	 letra	 bat	 izango	 zen.	 L	











































axioma	 erabilita,	 esan	 daiteke,	 zenbaki	 arrazionalen	 mul	tzoa,	 bi	 klasetan	
bana	tzen	den	orotan,	lehenbiziko	klaseko	edozein	zenbaki	bigarrengoko	edo-
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eraiki	tzen	zen	teoria	ere,	ordura	arte	uste	zen	bezala	kantitatearen	zien	tziaren	
adar	bat	baino	gehiago,	erlazioen	logikaren	adar	bat	izango	zen.	
Hasieran	 esan	 dugun	 bezala,	 Dedekinden	 ekarpenak,	 limitearen	 defini-
zioarekiko	 independentea	 zen	 zenbaki	 errealaren	 definizioa	 emateaz	 gain,	








bere	 aldetik,	 bilduma	 infinitu	 bat	 zer	 zen	 argi	tzea	 eska	tzen	 zuen	 (Grattan-
Guinness	1980).	Cantorrek	osatu	zuen	lehenbizikoz	infinituaren	teoria	formal	
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5	 Mul	tzo	ordenatua izateak,	mul	tzoko	elementuen	artean	orden	erlazio	bat	izatea	eska	tzen	du;	
mul	tzo	den tsoa izateak,	bi	elementuren	artean	beti	hirugarren	bat	aurkitu	ahal	izatea	eska	tzen	du;	
eta	azkenik,	mul	tzo	perfektua izateak,	Dedekinden	jarraitasunaren	postulatua	bete	tzea.

